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Les equacions de Friedmann: mecanica newtoniana
versus relativitat general

JAUME DE HARO

Com pot ser que les matematiques, essent
al cap i a la fi un producte del pensament
huma independent de I’experiéncia, siguin
tan admirablement adequades als objectes
de la realitat? Es que la raé humana, ales-
hores, sense experiéncia, només amb el
pensament, pot comprendre les propietats
de les coses reals? En la meva opinié: la
resposta a aquesta pregunta és, breument,
aquesta: en la mesura que les proposicions
de les matematiques es refereixen a la rea-
litat, no son certes; i en la mesura que sén
certes, no es refereixen a la realitat.

Albert Einstein (1879-1955)

Resum: En aquest assaig, presentem una derivacié heuristica de les equacions de
Friedmann pertorbades basada en la mecanica newtoniana, oferint una perspectiva
intuitiva sobre aquestes relacions cosmologiques. Aquest enfocament ressalta 'acord
notable entre les descripcions newtonianes i relativistes dins de certs limits, actuant
tant com un nexe conceptual i fins i tot filosofic i com una eina pedagogica per
aprofundir en els principis fisics que governen I’evoluci6 de I'univers.

Simplificant el complex marc matematic de la teoria de la relativitat general, aquest
meétode proporciona una via accessible per explorar la dinamica de I'univers. Subratlla
com la mecanica classica, quan s’aplica amb cura, pot oferir perspectives que s’alineen
amb els resultats relativistes en I'aproximaci6 lineal. Aquesta connexié no només
aprofundeix la nostra comprensio de la universalitat de les lleis fisiques, siné que
també reforca la idea que els fenomens relativistes sovint es poden entendre a través
d’analegs classics familiars.

Paraules clau: equacions de Friedmann, pertorbacions cosmologiques, mecanica
newtoniana, relativitat general.
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1 Introduccio

En el present estudi, ens centrem en les equacions de Friedmann, formulades
per primera vegada per Aleksandr Friedmann a principis de la década dels
anys vint del segle passat. Aquestes equacions, sota certes hipotesis, represen-
ten la forma que adopten les equacions de camp d’Einstein en el marc de la
relativitat general (RG) quan s’apliquen a la cosmologia. Constitueixen la pedra
angular de la cosmologia moderna, ja que descriuen la dinamica a gran escala
de I'univers sota les hipotesis d’homogeneitat i isotropia, tenint en compte la
curvatura i el contingut d’energia i materia de I'univers. Proporcionen un marc
matematic per explorar com l'univers evoluciona al llarg del temps, abastant
tant escenaris d’expansioé com de contraccio.

L’innovador treball de Friedmann [10, 11] inicialment va tenir dificultats per
obtenir reconeixement. Durant anys, les solucions de les seves equacions, que
revelaven la possibilitat d’'universos en expansio i contraccid, van ser en gran
part ignorades per la comunitat cientifica [20]. Fins i tot Einstein, malgrat el seu
paper fonamental en el desenvolupament de la RG, va desestimar inicialment
els resultats de Friedmann, considerant-los inconsistents amb les seves propies
equacions. Ben aviat, pero, a instancies del mateix Friedmann, Einstein va
reconeixer-ne la validesa després d’'un examen més detallat, tot i que durant
deu anys va seguir sent esceptic sobre la idea d’'un univers en expansi6. No
va ser fins a la formulaci6 de la llei de Hubble-Lemaitre, que va establir una
relaci6 directa entre el desplacament cap al vermell de la llum de les galaxies
iles seves distancies, que el treball de Friedmann va ser plenament apreciat.
Aquest avenc va connectar la cosmologia observacional amb la fisica teorica, i
va consolidar la rellevancia de les solucions de les equacions de Friedmann per
entendre I’evolucio de 'univers.

Partint de les contribucions pioneres de Friedmann, I’estudi que presentem
deriva les equacions de Friedmann pertorbades a través d’'un enfocament
alternatiu. Inspirant-nos en treballs anteriors, com els de McCrea i Milne [25] i
posteriorment els de Callan, Dicke i Peebles [4], utilitzarem un métode heuristic
basat en la mecanica newtoniana. Aquesta perspectiva alternativa no només
serveix com a eina pedagogica per comprendre les equacions de Friedmann,
sin6 que també subratlla la coheréncia entre els marcs newtonians i relativistes
sota condicions especifiques. A través d’aquest enfocament, es pretén illuminar
els principis fisics subjacents a 'evolucié cosmica i oferir perspectives que
complementin la visi6 relativista.

Les implicacions d’aquest treball van més enlla de 'aspecte pedagogic. La
derivacio posa de manifest el paper de les inhomogeneitats del factor d’escala
ila taxa d’expansio de Hubble (la mesura de la velocitat en qué s’expandeix
I'univers), un fet amb profundes conseqiiéncies observacionals. En particular,
suggereix que les variacions locals en la taxa d’expansio de Hubble podrien sor-
gir a causa de diferéncies en els entorns fisics dels objectes cosmics utilitzats
per mesurar-la. Aquesta perspectiva podria oferir una nova visi6é sobre la tensio
de Hubble, l1a persistent discrepancia entre el valor actual de la taxa d’expan-
si6 de Hubble mesurada localment i el seu valor inferit del fons de microones
cosmic, i proporcionaria aixi un marc per interpretar aquestes variacions.
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A més a més, aquest enfocament posa emfasi en la importancia de I'analisi
pertorbativa per connectar la teoria amb l'observaci6. Obre la porta a una
exploracio més profunda de com les estructures i dinamiques locals influeixen
en els parametres cosmologics a gran escala, connectant la fisica a petita escala
amb el relat més ampli de I’evolucié cosmica. Aquest enfocament dual —que
ofereix tant una introduccié pedagogica com perspectives sobre problemes
avancats— subratlla la versatilitat del treball que presentem.

El treball esta estructurat de la manera segiient: A la secci6 2, i partint de
la consideracié que 'univers presenta homogeneitat i isotropia a gran escala,
asumirem que esta ple d'un fluid perfecte homogeni, els elements del qual es
poden identificar amb les galaxies que el componen. En aquest context, deri-
varem les equacions de Friedmann en la seva forma homogenia, les solucions
de les quals descriuen tant I’evolucié d’aquest flux com I'’expansié de I'univers,
basant-nos en el marc teoric de la relativitat general. A la secci6 3 s’exposa
com aquestes equacions es poden derivar novament fent Us exclusivament
de conceptes propis de la mecanica newtoniana. La secci6 4, que constitueix
I’apartat més rellevant d’aquest estudi, esta dedicada a la determinacio, de
manera heuristica, de les equacions de Friedmann pertorbades en primera
aproximaci6. Som conscients que I'univers no és completament homogeni a
gran escala, i aquestes inhomogeneitats ens proporcionen informaci6 essen-
cial sobre la seva estructura. Per aquest motiu, és fonamental determinar les
equacions pertorbades, ja que permeten descriure i entendre I’evoluci6é d’aques-
tes inhomogeneitats. A la seccio 5, deduirem les equacions de conservacio i
d’Euler relativistes, les quals, juntament amb les equacions pertorbades de
Friedmann, constitueixen el sistema que descriu de manera completa I’evoluci6
de les inhomogeneitats. A la seccio 6 establirem la relacié entre la metrica de
Schwarzschild —una de les primeres solucions de les equacions d’Einstein— i
la mecanica newtoniana. També analitzarem la seva connexié amb els forats
negres i discutirem com, a partir d’aquesta meétrica, es pot reproduir correcta-
ment la precessio del periheli de Mercuri. Finalment, a la secci6 7, debatrem
el significat fisic de les singularitats matematiques que, sovint, apareixen en
cosmologia.

2 Les equacions de Friedmann a partir de la relativitat general

En aquesta seccio obtindrem les equacions homogénies de Friedmann a par-
tir de la relativitat general. Per poder fer-ho, primer de tot hem d’assumir
I’homogeneitat i la isotropia de I'univers a gran escala, cosa que ens porta a
descriure’l geometricament com una varietat de Lorentz (una varietat pseudo-
riemanniana amb signatura (1, 3), que és la generalitzacié amb curvatura de
I’espaitemps de Minkowski que apareix en la relativitat especial) amb la métrica
de Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker (FLRW)

dar

2 _ N2 2 2
ds? = -N2(t) dt +a(t)(1_k72

+ 72 dQ) ,
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on dQ = d6? + sin? 0d¢?, N(t) denota la funcié lapse, que representa la
llibertat de reparametritzar el temps, k representa la curvatura de 1’espai, i
a(t) indica el factor d’escala: per entendre’ns, una mena de «radi de I'univers»,
almenys en el cas que I’espai tingui curvatura positiva.

Per a aquesta metrica, I'invariant geomeétric més important és I’escalar de
Ricci o curvatura escalar, que s’expressa com a

: 2
R:6<1d<a>+H+k>,
aN dt \N N a?
on, en aquesta seccio, el «punt» indica la derivada respecte al temps cosmic t, i
H= % representa la taxa d’expansié de Hubble, també anomenada parametre
de Hubble, ja que depén del temps cosmic. Per tant, no sembla gaire apropiat
anomenar-la constant de Hubble, com es fa habitualment.

Quan considerem un univers homogeni i isotrop a gran escala, ple d'un fluid
perfecte en que la pressio depen inicament de la densitat d’energia, el model
de FLRW ens permet descriure diferents etapes evolutives. Inicialment, el fluid
estaria compost per radiacio (dominant en la seva etapa primitiva), seguit d’'una
distribuci6 homogenia dominada per matéria barionica i, sobretot, materia
fosca. En I’época actual, el component predominant seria el que s’anomena
energia fosca, en queé la pressio és aproximadament igual a la densitat d’energia
canviada de signe.

En aquest context, el lagrangia d’Einstein-Hilbert ([18]) es pot expressar com
una funci6 de I’escalar de Ricci, la mesura espaitemps i el contingut material, i
pren la forma segiient:

Ly = %Rw/i—g —8mGpo/—g = %Ra3N - 8mGpoa’N,

on po representa la densitat d’energia homogenia, G és la constant de la
gravitacio universal, i ,/—g = Na? actua com a mesura quadridimensional per
a la metrica de FLRW.

Cal destacar que aquest lagrangia es pot reformular com a

d (aa?\ 3a’a 5
Ly = E (N) - N + 3kaN — 87TGp()ll N.

Per tant, tenint en compte que el primer terme és una derivada total, aquest
lagrangia és equivalent al segiient:

- 3a?

a
Legg = — N

+ 3kaN — 8mGpoa’N.

Noti’s que la variacié respecte de la funcié lapse condueix a la coneguda
restriccio hamiltoniana
. aLEH . 3('1201
~ ON N2

0 + 3ka — 8Gpoa’®,
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on, després d’escollir N (t) = 1 (recordem que la funci6 lapse només representa
la llibertat de reparametritzar el temps. En triar-la igual a 1, el que estem fent
és seleccionar el temps propi d'un observador que es troba en repos respecte
al fluid que omple 'univers), s’arriba a la primera equacié de Friedmann:

ke  8mG

H?> + — =
a? 3

Pos (1)

que no és altra cosa que una restriccio, ja que només conté la derivada primera
del factor d’escala.

Per derivar I'’equacié dinamica, realitzem una variaci6 respecte del factor
d’escala. Després de fixar N = 1, 'equaci6 d’Euler-Lagrange

d (0Lgy\ OLgu
dt \ 9a | oa

ens porta a

6da + 3a% = 8nGi(p0a3) - 3ka,
da

on, degut a la dependéncia de la densitat d’energia Unicament respecte del
factor d’escala, substituim % per d

%.
A continuaci6, assumim una evoluci6 adiabatica en qué I'’entropia total
es conserva, i utilitzem la primera llei de la termodinamica dE = —p dV (la

variacio de I’energia és igual a menys la pressio per la variacié del volum). En el
nostre cas, E = a3py, V = a3ip = po, essent pg la pressio homogeénia, obtenim

d
d(poa’) = —poda’® = %(potﬁ) = -3poa’,

i, per tant:
a 1 k
— = —47G ——<H2+—>.
a ThPo 5 a?
Finalment, a partir de la primera equacié de Friedmann (1), arribem a
I'’equacio de I'acceleracio, o segona equacio de Friedmann
a _47TG

G
2= 3 Bpotpo)=-—=(1+3wo)po, @)

on hem introduit el parametre de I'equacio d’estat wg = %.

Observem que aquesta ultima equacio6 ens diu que, quan wy > —1/3, I'uni-
vers s’expandeix de manera desaccelerada, i, quan wg < —1/3, ho fa de manera
accelerada.

Aquest fet és important, ja que, segons el model actual més utilitzat, I'ano-
menat ACDM-model (model A de materia fosca freda, on A és la constant
cosmologica d’Einstein), I'univers va experimentar inicialment, com explicarem
a la secci6 7, una fase d’expansi6 accelerada molt rapida coneguda com a infla-
cio [13]. Actualment, com sabem gracies a les observacions de supernoves de
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tipus Ia fetes pels grups liderats pels astronoms guardonats amb el Premi Nobel
Perlmutter, Riess i Schmidt a finals del segle passat, I'univers es troba de nou
en una fase d’expansio accelerada. Per explicar aquesta segona fase, els cosmo-
legs postulen que el component dominant de 'univers responsable d’aquesta
acceleraci6 s’anomena energia fosca. Curiosament, com ja hem comentat, el
candidat més utilitzat per modelar-la és la famosa constant cosmologica, la
qual dona lloc a una forca repulsiva, i que Einstein ja havia introduit 'any 1917
per compensar l'atracci6 gravitatoria en el seu model estatic.

Posteriorment, Einstein va haver de renunciar-hi un cop es va reconeixer
que I'univers s’estava expandint, gracies a les observacions de Hubble i altres
astronoms. Tot i aixi, ja abans d’aquest descobriment, cosmolegs de prestigi,
com ara Willem de Sitter, havien identificat que el model estatic d’Einstein era
dinamicament inestable i que petites pertorbacions podrien desencadenar el
collapse o I'expansié de I'univers. Aquesta inestabilitat inherent va ser un dels
primers indicis que el model estatic no era sostenible.

Com es diu amb certa ironia, «si s’esternuda en el model d’Einstein, I'univers
colllapsa», una expressio que, en el fons, subratlla que fins i tot una petita
pertorbacio seria suficient per alterar 1'equilibri precari que plantejava. Avui
dia, si ho analitzem des del punt de vista dels sistemes dinamics, diriem
que, qualitativament, el punt d’equilibri que representa matematicament la
solucié d’Einstein és inestable; de fet, correspon a un punt de sella (vegeu,
per exemple, [16]). Tanmateix, cal recordar que, en aquella epoca, la teoria
qualitativa dels sistemes dinamics encara no estava prou desenvolupada per
proporcionar una analisi formal i detallada d’aquesta inestabilitat.

3 Les equacions de Friedmann a partir de la mecanica
newtoniana

Ara tornarem a derivar les dues equacions de Friedmann homogénies, pero des
d’una perspectiva newtoniana. Considerem, en coordenades comobils (son les
coordenades adoptades per un observador que es mou amb el fluid homogeni
que omple 'univers), una bola homogénia de mida gran amb un radi R en
I’espai euclidia (també podem considerar R = oo, pero, per a un radi finit, la
massa total dins de la bola és finita: M = %"QOR?’, on g és la densitat de massa
homogenia).

Suposem que la bola s’expandeix radialment. Aixo vol dir que, si O és
el centre de la bola, un punt P dins de la bola a I'instant ¢y es transforma en el
punt P; a l'instant ¢, i la distancia des de O fins a P; ve donada per dop, =
dop(t) = a(t)dop = a(t)l@l, on a(t), amb a(ty) = 1, és el factor d’escala
que ens ha aparegut a la secci6 anterior.

A més a més, a I'instant to, considerem el triangle P/O\Q, que es transforma
en el triangle equivalent P;OQ; a I'instant t. Per tant, com que dop, = a(t) dop
idog, = a(t) doq, utilitzant el teorema de Tales, trobem que, per a qualsevol
parell de punts P i Q dins de la bola, dp,q, = a(t) dpg.
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La relacié mostra que qualsevol bola, a I'instant t,, centrada en un punt P
amb radi R <« R s’expandeix radialment amb la mateixa taxa que la bola
gran original. A més a més, la velocitat relativa entre P; i Q; segueix la llei de
Hubble-Lemaitre

a .

L’equacié de moviment per al factor d’escala en la mecanica newtoniana
es deriva considerant una bola centrada en un punt donat P i amb un radi
inicial R a 'instant ty. A l'instant t, la forca radial en un punt donat Q;, situat

PrQy

2Ok Per determinar la

a la vora de la bola, es calcula com a F(Q;) = f(a(t)R)
funcio f, es calcula el flux que entra a la bola

Y= JF -ndS = 4ma’(t)R>f(a(t)R),

on n és la normal exterior a '’esfera que envolta la bola i dS és la mesura de
I'area de I'esfera.

D’altra banda, a partir de 'equaci6 classica de Poisson V - F = —411 Gy, i el
teorema de la divergencia de Gauss, el flux també ve donat per

2
v=[vorav = - TC a0,
la qual cosa condueix a la segiient expressio de f:
4G 4G ——
f(a(t)R) = - oa(t)R = F(Qt) = ——5—0oP: Q.

Per tant, I'acceleraci6é que experimenta una particula de prova de massa m
al punt Q a causa de la bola es determina mitjancant la segona llei de Newton

com a
41TGm —_— a e
3 0oPQ; = il 20,

dt2 3
on hem usat que PtQt = a(t)m, i ens proporciona la segona equacio de
Friedmann per a un fluid de pols, és a dir, amb pressio nulla.
Aquesta equacio es pot derivar a partir del lagrangia
R2a®> GM B R?a%> 4mG

- T p2 2
> Tar = 2 T3 K4t

(PtQt) =

Ly =

onM = 4T’TaﬁRﬂgo representa la massa dins de la bola.
De fet, utilitzant '’equacié d’Euler-Lagrange s’obté

aLN>_aL7N ,_4mG o, 476
(aa = %a 4T T3 4@ ) =5 004,

on hem usat la conservaci6 de la massa

0 3 O 2
aa(“ 00) =0= aa(“ Q0) = —ago.
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Observem que el radi R de la bola triada no afecta les equacions dinamiques.
Per tant, fixem R = 1.

Per derivar la segona equaci6 de Friedmann per a un fluid qualsevol, ara
hem de tenir en compte ’energia del moviment microscopic de les particules
que constituexen el fluid, aixi com la interaccié entre elles; per tant, substituim
la densitat de massa per la densitat d’energia, diem-n’hi pg, en el lagrangia
newtonia amb R = 1, de la qual cosa resulta

Utilitzant ’equacio d’Euler-Lagrange i la primera llei de la termodinamica,

d(poa®) = ad(poa®) + poa’da = —3poa’da =
= ad(poa®) + poa’da = d(poa®) = —(3po + po)ada,

derivem facilment (2).

El pas segiient és obtenir la primera equaci6 de Friedmann. Aixo es pot acon-
seguir combinant la segona equacié amb la primera llei de la termodinamica,
expressada de la manera segiient:

po = —3H(po + po).

Primer, reescrivim (2) com a

a 8TG
4 = 4G (po+ po) + === po, @)
i calculem ) )
dHZ _oyd _opp,
dt a
Inserint (3) en aquesta ultima equacid, obtenim
8tG
d ( , 8mG ) ( , 8mG ) d(H? - *5%po) da
H? - = -2H (H? - )
dt 3P0 3P0 H? — 516 a

La soluci6 d’aquesta equacio ve donada per

8mG  C

2 - =
H 3 pO—aZ,

i establint la constant d’integraci6 C igual a —k, obtenim la primera equacio de
Friedmann.

I, finalment, considerant que l'energia d'una bola homogenia de radi a
és E = 47"(13,00, el lagrangia newtonia apareix com a Ly = Ecin — V, on Ecin =

_GE

1 Z e . . N . . .
“7 és I'energia cinetica per unitat de massaiV = —=

generat per la bola amb massa en repos E.

és el potencial gravitatori
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4 Les equacions de Friedmann pertorbades

Aquesta secci6 esta basada en els recents resultats obtinguts a [17], en qué tin-
drem en compte les petites inhomogeneitats que té I'univers a gran escala, i que
considerarem pertorbacions. Comencem amb la métrica seglient, anomenada g,
en I'aproximacié del camp feble per un potencial newtonia estatic |®y| < 1,
que és la pertorbaci6 de la métrica de FLRW

ds? = (1 +2&N(x)) dt? — (1 — 2dx(x)) dX2. (4)

Aquesta expressio és una soluci6 no trivial de les equacions pertorbades
d’Einstein quan es considera un camp newtonia feble i estatic. Es pot trobar a
la formula (106.3) de [21] i també se’n fa referéncia en el llibre d’Einstein The
Meaning of Relativity [7]. En la terminologia moderna, s’anomena habitualment
calibracio newtoniana. Aqui, x representa les coordenades fisiques. Tenint en
compte I'expansié de I'univers, descrita pel factor d’escala, i la variabilitat
del potencial newtonia, la meétrica (4) en coordenades comobils ¢, on x = aq,
adopta la forma dinamica d'una meétrica conformestatic ([31]), és a dir, d’'una
meétrica amb part espacial conformement plana i estatica

a?

ds? = ———d
ay(q,t)

t? —ag(q,t) dg®, (5)

onan(q,t) = a(t)(1 —®n(q,t)) representa el factor d’escala pertorbat, que té
un paper vital en la comprensi6 de la dinamica de I'univers.

Ara expressem la primera equaci6 de Friedmann en un univers FLRW pla
espacialment i utilitzant el temps conforme dt = a dn, com el lligam segiient:

8mGa*

H(a%) —Ha?) = 3

Po,

on usem la derivada respecte al temps conforme i H = a’/a és el parametre
de Hubble conforme.
D’altra banda, escrivint p = pg + 6p, p = po + 6p, I'’equacid classica de
Poisson ve donada per
Ax®N = 4TrG5p,

que, utilitzant les coordenades comobils, té la forma

8mGa*
3

1
—§Aq(—2a2<1>N) = Sp.

Per reconciliar ambdues equacions, i considerant la linealitat, s’assumeix
que la primera equaci6 de Friedmann pertorbada és

1

.7‘[(3;7(611%1) - Ha%) 3

2 _
Agay =
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A continuacio, ens ocupem de la segona equacié de Friedmann no pertorba-
da, és a dir, la dinamica, que es pot escriure com a

4
(@®)" - 2H%a? = %To, ©6)
on Ty = po — 3po és la traca no pertorbada del tensor d’energia-impuls T =
(p + p)u®u— pg, essent u la forma dual de la velocitat del fluid que omple
I'univers, i ® el producte de Kronecker.
En I'esperit de les primeres teories escalars de la gravetat [1, 2, 27, 28], la
generalitzacio natural de ’equacio6 classica de Poisson és

05PN — %quaN = —?5"[, (7)
on podem veure que, en aquest marc, el potencial newtonia &y és com una ona
sonora que viatja amb velocitat 1/+/3, impulsada per la pertorbacié de la
font 6T.

Una vegada tenim aquest, les equacions (6) i (7), 'equaci6é dinamica més
senzilla que les conté és

1 8mGa*
Per tant, en aquest enfocament, les equacions de Friedmann pertorbades

son

1 8mGa*

H (0p(ag) — Had) - gaqaﬁ == P (8)
1 8mGa*

Oraag — gaqaﬁ -2H?%a% = ;T 9)

Es important destacar que aquestes equacions corresponen a les equacions
linealitzades de la relativitat general. Concretament, les equacions pertorbades
de la RG s6n ([26])

Aq®N — 3H (3,®N + HOy) = 4TGa’dp,
Oro®N + 3H Op®n + RH' + H?) oy = 4Ga’Sp,

les quals, després de combinar-se, condueixen, en I’aproximacio lineal, a les
equacions de Friedmann pertorbades (8) i (9).

Per trobar una forma més familiar de les equacions de Friedmann per-
torbades, és important reconeéixer que, en aquest enfocament, igual que en
I'espaitemps de FLRW, emergeix un sistema de referencia privilegiat: el sistema
de referéncia comobil, que es desplaca amb el fluid que omple I'univers. De
fet, com que estem tractant amb un problema d’evolucid, procedim com en el
formalisme d’Arnowitt-Deser-Misner (ADM) [3], en que la varietat de Lorentz té
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una foliaci6 privilegiada per a superficies espacials X, i adoptem coordenades
comobils. En aquest marc, definim per o; el vector normal de tipus temps, la

taxa d’expansio de Hubble escalar en «temps cosmic» Hy = a;% i el vector

tridimensional de Hubble Hy = ivan. Llavors, utilitzant aquestes defini-
cions, les equacions de Friedmann pertorbades adquireixen la forma habitual
de I'espaitemps homogeni

2 8G
H3 - —=5Vq-Hy= —— 1
N 3“12\] q " HON 3 p, (10)
ddan 1 4G
— Vg -Hy=-—— 11
an +3a12\1 q - Hn 3 (p +3p), (11)

amb la peculiaritat que ens apareix la divergéncia del vector de Hubble.
També considerem el vector gradient quadridimensional d’'una funci6 f,
definit en geometria diferencial com a gradg f = g*Y9,fd,. Llavors, en la

meétrica (5), tenim
1 1
— gradgan = HNOy — — Hn.
an ay
De la mateilxa manera, la divergéncia quadridimensional d'un quadrivector
és divgw = ﬁau(j'/—gw“). Llavors, ll’equacio d.inamjca de Fried.mann s"e.X-
pressa com la relacio entre la geometria de la varietat de Lorentz i la matéria
que omple I'univers
divgHgn = 4G (p — p), (12)

on hem introduit el quadrivector de Hubble Hyn = aiN gradg an.

Les altres equacions dinamiques provenen de la conservacié del tensor
d’energia-impuls, és a dir, de divg T = 0, que, en I'aproximacio lineal, condueix
a

op+ (p+p)3HN+ Vq-V] =0, (13)
d(ag(p +p)V) + (p + p)[3Hnagv —Hx] + Vgp =0,
onv = % és la velocitat espacial.

En conclusio, les equacions dinamiques que governen I’evolucioé de I'univers
prenen una forma geometrica forca senzilla

divg Hgn = 41TG(p — p), divgT = 0.
Per acabar la seccid, farem quatre observacions rellevants:

1. Podem escriure la primera equacié de Friedmann en una forma més
geometrica si es considera la curvatura intrinseca, diem-n’hi R, de la
varietat de Lorentz. Com que al primer ordre de pertorbacions tenim

4 R .
R = qu - Hy 1 HY = g(Hgn, Hgn), podem escriure

1 8G
g(Hg,N,Hg,N) - ER = Tp
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2. La combinaci6é de les dues equacions de Friedmann (10) i (11) junta-
ment amb l'equaci6é de conservacio (13) condueix a la restriccio

Aqdran = 4mGag (p + p)Vq - Vv, (14)

i, combinant les dues equacions de Friedmann, obtenim

atHN+ai2vq-HN= —41tG(p + p), (15)
N
i també

20¢Hy + 3H§ = —87Gp.

3. Multiplicant (15) per Hy, combinant amb I’equacié de conservaci6 i la
restriccio (14), s’obté la primera equaci6 de Friedmann.

4. Definint les coordenades espacials fisiques com a Xy = anq, prenent la
derivada respecte al temps propi s i utilitzant que o; = %Nat, s’obté

axy (dt
— = (—0ta +V-V6l) + anv,
ds ds CtaN N|qd N
2
i, tenint en compte que % =1= (%)2(%)2 — ag|v|?, s’arriba a

dax
X (v aRIVEH v ) 0+ ay.

que, en 'aproximacio lineal, condueix a la llei de Hubble-Lemaitre pertor-
bada
@ = HnXN + anv.
ds
Aixi, hem aconseguit reobtenir, de manera heuristica, les equacions que
descriuen 'evolucio de les inhomogeneitats de I'univers, les quals ens permeten
comprendre amb més profunditat la formacié d’estructures complexes com
les galaxies i els cimuls de galaxies. A més a més, aquestes equacions també
ofereixen la possibilitat de confrontar els resultats teorics amb les observacions
actuals, cosa que facilita una validaci6 empirica del model cosmologic. En
particular, ens permeten veure com el model actual de la inflacié explica
adequadament la fase més primitiva de 1'univers, i contribuir aixi a la nostra
comprensié del seu origen i de la seva evoluci6. Aquestes connexions entre
teoria i dades observacionals son fonamentals per consolidar les nostres idees
sobre 'univers i les seves caracteristiques a gran escala.

5 Les equacions de conservacio i d’Euler relativistes

Un cop obtingudes les equacions de Friedmann pertorbades, podem trobar
les equacions d’evolucié per a la densitat d’energia i la velocitat de les per-
torbacions, a partir de 1'equacié de conservaci6 divg T = 0. No obstant aixo,
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volem trobar-les a partir del primer principi de la termodinamica i de 'equacio
classica d’Euler dels fluids.

Primer de tot, volem obtenir I'’equaci6 de conservacio6 de la relativitat general.
Per fer-ho, necessitem el resultat segiient: Sigui @jy: R3 — R3 el flux d'un

fluid perfecte, amb gj; sent la transformaci6 identitat. Definim la velocitat

tridimensional en temps conforme u(@y,(q),n) = d(il”,;q). Aleshores, arribem

al resultat fonamental (trobareu més detalls en el molt recomanable llibre del
professor Girbau [12])

d -

[dj fla,ndaqi da d%} = J Onf + Vq- (f0)y=da1 dq> dqs.
n q)n(v) n=n \%

Ara, considerem un volum comobil infinitesimal 6V, on suposarem que, dins

d’aquest element de volum, la pressi6 és la mateixa en tots els punts. Aleshores,
aplicant aquest resultat a la primera llei de la termodinamica, obtenim ([14])

d d
[J p(q,n)dv} = —p(a,n) [J 1dv} ,
dn Jo,sv) ] dn Je,ev) e

n=n

on 'element de volum espacial és dV = af{I dqi dqp dqs. Aquesta formulaci6
integral és equivalent a I'’equaci6 diferencial

Dpp + (p + p)[3HN + Vq-0] =0,

on hem utilitzat la derivada total D,p = g—g + 1 - Vgp 1 hem introduit la taxa

d’expansi6 de Hubble Hy = a?l% en temps conforme.
Mantenint només els termes lineals, s’obté

0n0p +3H (6p + 0p) + (po + Po)[Vq -0 — 30,®x] = 0,

el qual coincideix, fins al primer ordre, amb les equacions de la relativitat gene-
ral, i a 'ordre zero s’obté obviament I’equaci6é de conservaci6 en I’espaitemps
de FLRW pla, és a dir, pg = —3H(pg + po).

Finalment, necessitem I’equacié d’evoluci6 de la velocitat . En primer lloc,
recordem que per a un fluid de pols, és a dir, amb |p| < p, prenent I'’element de
linia ds? = dt? — dq? en I'espaitemps de Minkowski, I'equacié d’Euler classica
es pot escriure com a

ij ovdv =J T(n) dS—J oVqdndV,
at Jo.v) =i Jov v

on ¢ és la densitat de massa, T: R3 — R3 és el tensor d’esforc, v = %, ds és
I’element d’area, i n és la normal exterior a la frontera. Tenint en compte que
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per a un fluid perfecte es té que T(n) = —pn, i, a partir del teorema de la
divergencia de Gauss, I'’equacié d’Euler es pot escriure com a

1t J
£ VAV | =—| (Vqp + 0Vqdn) dV, (16)
{dt gy 2 ]H y VAP T eVa®N

la forma diferencial de la qual és
0t(eV) + Vq - (0V)V+ oV - VgV + Vgp + 0VqPn = 0, (17)

0 be )

on hem utilitzat la primera llei de la termodinamica per a un fluid de pols, és a
dir, 'equacio de continuitat d;0 + Vq - (¢Vv) = 0.

Cal assenyalar que I’equaci6 (17) és incompatible amb la relativitat especial.
Per aquest motiu, la compararem amb la llei de conservacié del tensor energia-
impuls, divg T = 0, en I'espaitemps de FLRW pla.

Hem de tenir en compte que, usant coordenades, ’equacié de conservaci6
s’escriu V, T = 0, on amb V, es denota la derivada covariant. Apliquem la
formula (86.11) de [21]

1 1
VuT\l/J = ﬁau(\/—gﬂ‘) - Eav(gucx)T“lx,
a la meétrica de FLRW ds? = a?(dn? — dq?), on
dn dq) 1 1
H=- | = === —— ~ —
u (ds, s Al |ﬁ|2(1’u) = a(l,u).

Atés que suposem que la velocitat del fluid és molt menor que la velocitat
de la llum, aleshores, VHT,f = 0, que és equivalent a ay(a“T,f ) = 0, perque, pel
fet d’estar en un espaitemps homogeni, dxgy,v = O condueix a

O((p+p)0) +4H (p+p)a+ Vg - ((p+p)R)a+ (p+p)a- Vqi+ Vgp = 0.

Per tant, I'equaci6 classica d’Euler (16) en un univers en expansié és com-
patible amb la relativitat especial i 'expansi6é de I'univers quan substituim
la densitat de massa ¢ per la funci6 de calor per unitat de volum (p + p) i v
per au.

Aixi, tenint en compte aquesta substitucid, quan s’inclou la gravetat, la
forma integral de I'’equaci6 d’Euler es converteix en ([14])

d J _ p+p
an(p + p)adVv =—J (V —7Va)dv,
[aNdr] @q(V) NP ],7:,7 1% ab an ° N
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amb dV = a?\] dqi dqp dqs (’element de volum tridimensional) i on hem fet
la substitucio Vq&n — —a—lNanN. I, en forma diferencial, '’equacié d’Euler
relativista esdevé

1 g bt -
;Nan[aﬁl(l? +p)al +u- Vq[ail(p + p)al+
. +
+ay [(p +p)(Vq-w)u+ Vgp — %van] =0,

que, utilitzant la derivada total i desconsiderant alguns termes de segon ordre,
es pot escriure com a

1
Dy((p+p)0) + (p +p) [(4,’7—[1\1 + Vg -wu - ;quaN] + Vqp = 0.

Finalment, tinguem en compte que, al primer ordre de pertorbacions, '’equa-
cio esdevé

On((po + po)) +4H (po + po)u + (po + Po)Vg®Pn + Vgbp =0,

que coincideix amb la linearitzacié de I’equacié de conservaci6é del tensor
energia-impuls, divg T = 0.

6 La metrica de Schwarzschild a partir de la mecanica
newtoniana

Una altra aplicacié d’aquesta analogia entre la mecanica newtoniana i la re-
lativitat general és 1'obtencid, sense necessitat de resoldre les equacions de
camp de la RG, de la famosa meétrica de Schwarzschild, una de les primeres
solucions de les equacions d’Einstein, que descriu la métrica produida per una
particula puntual de massa M situada a l’origen de coordenades.! En la seva
forma més coneguda, la metrica de Schwarzschild és la que van obtenir de
manera independent els matematics David Hilbert i Johannes Droste [18, 6]:

ds? = (1 +2&n(r)) dt? — (1 + 2d5(r)) "L dr? — r2dQ, (18)

on dQ = d60? + sin® 0 dp?, r representa la distancia euclidiana, i &x(r) =

- % és el potencial newtonia creat per una particula puntual de massa M.

Notem que aquesta metrica és singular a 'anomenat radi de Schwarzschild
¥ = 2MG, i, a més a més, no és estatica per a r < 2MG (el vector 0, es tor-
na temporal), tot i que el fisic Karl Schwarzschild va obtenir una familia de
solucions que depenien d’'un parametre, i va triar intencionadament aquest

1 Recordem la famosa frase atribuida a John Archibald Wheeler: «La matéria li diu a I’espaitemps
com s’ha de corbar, i ’espaitemps li diu a les particules de prova com s’han de moure», que,
d’alguna manera, podriem dir que és la realitzacid, a segon ordre (un ordre més de la mecanica
newtoniana), del pensament d’Ernst Mach sobre la inércia.
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parametre de manera que la métrica només fos singular a ’origen de coordena-
des, on estava situada la particula ([30]). Det fet, la solucié que ell va trobar va
ser

4 -1
2 _ X 2 r X 2
ds” = <1 T3+ 0)1/3> O S ETE (1 Rt 0)1/3) dr+

+(r*+0)?3dQ,

(19)

amb o« = 2MG i on o era un parametre lliure, que, per traslladar la singu-
laritat a 'origen (mireu el coeficient que multiplica a dt? en 'equacio (19)),
Schwarzschild va triar igual a ¢ = «3. Noteu que, si triem ¢ = 0, obtenim la
soluci6 trobada per Hilbert i Droste.

De fet, Schwarzschild, usant coordenades esfériques, escriu la meétrica,
estacionaria amb simetria esférica, més general possible com a

ds? =F(r)dt®> - H(r) dr® — G(r) dQ,

i, resolent les equacions d’Einstein al buit, troba els valors de F, H i R en la
forma que es veu a (19).

La diferencia amb els treballs de Hilbert i Droste és que, degut a la covarian-
cia de les equacions del camp gravitatori, van triar la nova variable »* = /G (r),
amb la qual cosa la meétrica queda de la forma

ds® =W*)dt? - Z(or*) dr** —v*° dQ

en les noves coordenades. I, com va escriure Hilbert en el seu article [18]: «estem
igualment justificats a interpretar ¥*, 0 i @ com a coordenades esfériques».
Desafortunadament, Schwarzschild mori 'any 1916, durant la Primera
Guerra Mundial, en contraure pémfig mentre era soldat (va ser en el front de
guerra on va obtenir la seva solucio), i mai no va coneéixer la soluci6é obtinguda
per Hilbert i Droste. De totes maneres, veurem que la mecanica newtoniana ens
condueix a la versio de Hilbert i Droste. A més a més, en mecanica newtoniana,

la velocitat d’escapament ve donada per v, = w/%, la qual cosa implica que la
Ilum, amb velocitat igual a 1 en unitats naturals, no pot escapar de 'interior del
radi de Schwarzschild. Aix0, en relativitat, només es compleix si es tria o = 0.

Cal destacar que, basant-se en la versié de Hilbert i Droste, 'any 1939 Op-
penheimer i Snyder van publicar el seu treball sobre el collapse gravitatori, en
el qual van considerar un model simplificat, especificament una estrella sense
rotacio, sense pressio i amb simetria esferica [29]. En aquest treball, els autors
van establir la relacio entre les coordenades d’un observador estatic i les d’'un
observador que es mou conjuntament amb la matéria. El fet crucial d’aquest
treball és que, per a un observador extern, el temps que triga la superficie de
I'estrella a entrar dins del radi de Schwarzschild és infinit, en contrast amb
el temps experimentat per un observador que es mou conjuntament amb la
materia. Aquest fenomen es va entendre inicialment com la formacié d’'un
«estel congelat» (cada vegada alentia més la seva contraccié i mai no arriba-
va a entrar dins del radi de Schwarzschild) fins a mitjans dels anys seixanta.
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Posteriorment va ser rebatejat com la formaci6 d'un «forat negre», primer per
J. A. Wheeler, pero des d'una perspectiva diferent: la d’'un observador que es
mou conjuntament amb la mateéria que es contreu. Des d’aquest punt de vista,
un forat negre es forma en un temps finit, cosa que ha donat lloc a una amplia
literatura dedicada a explorar-ne I’estructura.

Arribats a aquest punt, un es podria preguntar: que és el que observen
els astronoms, estels congelats o forats negres? De fet, els astronoms no
tenen accés directe a les observacions des del punt de vista d'un observador
comobil. El que realment detecten son fenomens associats a un camp gravitatori
extrem, com ara la radiaci6 emesa per materia que orbita a prop del radi de
Schwarzschild. Aixi, és temptador dir que el que s’observa soén els efectes de la
formaci6é d'un forat negre, tal com es percep des d'una perspectiva externa.
Un aspecte clau en aquesta discussio és la formacio del que es coneix com a
horitzo d’esdeveniments. Tanmateix, una analisi detallada d’aquest fenomen
implicaria endinsar-nos en consideracions de diversa indole que ens allunyarien
de I'objectiu principal d’aquesta seccio.

Fet aquest breu resum historic, vegem com obtenir la metrica (18) utilitzant
nomeés conceptes newtonians i una mica de relativitat especial, i, per tant, sense
haver de resoldre les complicades equacions de la RG d’Einstein. Comencem
per la forca d’inércia introduida per Newton als seus Principia, és a dir, aquella
resisténcia que tenen els cossos a romandre en repos o en moviment rectilini
respecte d'un suposat «espai absolut». Aquesta s’expressa com a F; = —m;ac,
on m; és la massa inercial del cos i a. la seva acceleracié.

D’altra banda, la forca d’atracci6 de la Terra sobre un cos és F; = —gmy,
on my ¢és la massa gravitatoria del cos. Arribats a aquest punt, cal destacar
que tots els experiments, des de Galileu fins a I'actualitat, ens indiquen que el
valor numeric de la massa inercial i la massa gravitatoria és el mateix. Aquesta
igualtat es coneix com a principi d’equivaléncia feble, el qual podem expressar
a través de la segona llei de Newton com a, = —g o, equivalentment, com a

Fi+F;=0 amb m;=my, (20)

que ens diu que la suma de forces —aqui no comptem amb la friccio— que
actuen sobre una particula en caiguda lliure és zero; la for¢a d’inércia compensa
la gravetat. Dit «a 'estil d’Einstein», una persona en caiguda lliure, i qualsevol
objecte que caigui amb ell, no senten el seu pes. Aquest fet, que ens sembla tan
natural, és el que va guiar Einstein en la formulaci6 de la seva teoria relativista
de la gravetat, i al qual ell mateix va referir-se com «la idea més felic de la meva
vidar.

Seguint aquesta idea, considerem la caiguda lliure, en direcci6 radial, d'un
objecte puntual dins un camp amb simetria radial ®5(7), on ¥ torna a ser la
distancia euclidiana a I’origen. Llavors, la llei (20) s’escriu com a

ac = —0ydy,

on a. és l'acceleracio de 'objecte en caiguda lliure. Ara bé, com calculem
I'acceleraci6 a.?



120 Jaume de Haro

Recordem que la relativitat especial ja ens ensenya que el temps no és
absolut. Per tant, en quin sistema de referencia hem d’aplicar la segona llei de
Newton? Per fer-nos-en una idea, tornem a Einstein: I’'objecte no sent el seu pes,
és a dir, les forces que actuen sobre ell, la gravetat i la inercial, s’anullen.

Pero quina ha de ser la forca d’inercia que sent I'objecte i que compensa la
gravetat? Semblaria que la més natural ha de ser aquella que es calcula a partir
del temps propi de I'objecte F; = —m%, ja que és I'objecte el que la sent, i, per
tant, I'acceleracio que hem d’agafar en la segona llei de Newton és 1’acceleracio
propia, I'obtinguda en el sistema de referéncia de ’'objecte en caiguda lliure.
Una vegada feta aquesta hipotesi, la segona llei de Newton s’escriu com a

d’r

ds?

El pas segiient és ara trobar la meétrica, les geodésiques radials de la qual
(recordem que l'objecte es mou lliurement, ja que no actua cap forca sobre

ell) ens donen la llei de Newton (21). Per simetria, la busquem, en coordenades
esfériques, de la forma

ds® = A(r)dt? = B(r)dr? —r?dQ,

= —0,dn. (21)

i, en fer la variacié de I'accio relativista S = [ ds respecte de 7, s’obté I'equacio
de la geodesica radial

d2r 1 .

——— - =0,A=0 amblacondici6 A(r)B(r) =1,

ds?z 2
i, imposant que la metrica sigui la de Minkowski a I'infinit, ja que el potencial
gravitatori s’anulla a l'infinit, juntament amb el fet que es compleixi la segona
llei de Newton (21), obtenim

Ar)=1+2081r) i B(r) = (1 +2d5(r))" L.

Veiem, doncs, que, a partir de la mecanica newtoniana i imposant que la
forca d’inércia ve donada per I'acceleraci6 propia del cos, es troba la versio de
Hilbert i Droste de la metrica de Schwarzschild, en que les coordenades que
s'utilitzen s’han d’interpretar, segons ens acaba de dir la mecanica newtoniana,
com a esferiques, tal com ja va suggerir Hilbert. Observem, doncs, que és la
fisica la que ens proporciona la interpretacié adequada de les coordenades.
Dit d’una altra manera: les coordenades no tenen un significat independent,
desvinculat de la solucio de la metrica. Cada una de les multiples solucions
de la metrica porta associada la seva propia interpretacio6 fisica de les seves
coordenades locals, com ens illustra i ens ajuda a comprendre I'exemple de la
metrica de Schwarzschild (vegi’'s la discussio que es fa a [19]).

6.1 Sobre la precessio del periheli de Mercuri

La llei de la gravitacio universal de Newton havia estat una eina extraordina-
riament precisa per descriure el moviment dels planetes durant més de dos
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segles. No obstant aix0, a finals del segle X1X, els astronoms van identificar una
discrepancia persistent en el moviment del periheli (el punt de maxima proxi-
mitat al Sol) de I’orbita de Mercuri, que no podia ser explicada completament
amb la teoria de Newton.

Segons els calculs basats en la mecanica newtoniana, el periheli de Mercuri
havia de precessionar en part a causa de les interaccions gravitacionals amb
els altres planetes del sistema solar. Tot i aix0, les observacions mostraven un
excés d’aproximadament 43 segons d’arc per segle que no es podia justificar
amb les lleis conegudes.

Durant decades es van proposar diverses hipotesis per explicar aquesta dis-
crepancia, incloent-hi ’existéncia d'un nou planeta (anomenat hipotéticament
Vulca) o correccions a la llei de Newton. Cap d’aquestes teories, pero, no es va
demostrar que fos concloent.

Afortunadament, poc després de trobar les seves equacions, i usant per-
torbacions de segon ordre de les seves equacions, Einstein va trobar que el
terme addicional associat a la curvatura de I’espaitemps explicava exactament
els 43 segons d’arc per segle observats experimentalment. Aixo va ser un exit
espectacular, que va convéncer Einstein que la seva teoria era correcta (anys
abans del tan famoés eclipsi), i va marcar una fita en la historia de la ciéncia.
De fet, aquest calcul basat en aproximacions de segon ordre de les equacions
de la RG, i que aportava noves correccions a la mecanica newtoniana, va ser
el que va motivar Schwarzschild a buscar una soluci6 exacta de les equacions
gravitatories de la RG, la qual permetia descriure correctament el moviment
d'un planeta al voltant del Sol.

Aqui només farem una breu menci6é de com es pot trobar la precessié del
periheli de Mercuri a través de la calibracid6 newtoniana. Comencem amb les
anomenades coordenades harmoniques ([32])

X1 =Rsinfcos@, X» =Rsinfsing,
X3 = Rcos0, t=t,

on R = v — MG. En aquestes coordenades, la metrica de Schwarzschild esdevé

1—MG/R> < MG) <1+MG/R)M2G2
2 _ 2 > ) 2
ds _<1+MG/R ar—\1+ 3 ) X =T ygr) ¢ X 9%

la qual, en 'aproximacié MG < R, i retenint només termes lineals en MG/R,

s’escriu com a
o (1 _2MGY Lo ( 2MG> 2
ds? = (1 R ) dt 1+ R 17,4
— ds? = (1 ZAfG) dt? — ( AfG)dr r2dQ,

que és la calibraci6 newtoniana per a una particula puntual, i que també dona
la mateixa precessio del periheli de Mercuri que la métrica de Schwarzschild, ja
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que ambdues metriques, en I'aproximacié MG /v < 1, donen lloc a la mateixa
equacio clau ([32, 24])

dp 2 1+2MGu+us+ +u-)
du (u—us)(u- —u)
on hem introduit la notacié u = 1/r, uy = 1/r, iu_ = 1/r_, essent r_ la

distancia del periheli i 7, la de I’afeli. La integraci6 de I’equacio (22) permet
calcular la precessio del periheli de Mercuri. (Podeu trobar tots els calculs
detallats en el llibre de Weinberg [32].)

El mateix ocorre si fem servir les anomenades coordenades isotropiques, en
les quals la metrica de Schwarzschild s’expressa de la manera segiient:

2

1 - MG 4

d52=( Aig) dt2—<1+1\24—_c) (dr® + 72 dQ),
1+ % r

amb v =7 (1 + %)2, i, per tant, per MG /7 < 1, tornem a obtenir la relaci6 v =
r — MG, ara entre coordenades esféeriques i isotropiques.

Per concloure, convé destacar una observaci6 rellevant: Si considerem la
primera equaci6 de Friedmann (10) al buit i busquem solucions estacionaries
amb simetria esférica, obtindrem

2
Vg Hy=0= 0, (ZNaan> -0,

on q = |q| és el modul de q. La soluci6 d’aquesta equacio, que, alineant-se amb
la meétrica de Minkowski, a I'infinit val 1, és: an = e€/4. Per a valors grans de q,
tindrem ay = 1 + %, i, per tant, si volem obtenir la meétrica creada per una
particula puntual de massa M, hem de triar C = MG.

Finalment, per trobar la relacié6 amb les coordenades esfériques que aparei-
xen en la metrica de Hilbert i Droste, és a dir, entre g i la distancia euclidiana 7,
si comparem la part angular —la que multiplica a dQQ— per g = MG, s’obté:

T:quG/qﬁqET—MG

per MG/q < 1. Aixi doncs, per a valors grans de 7, la relacié és la mateixa
que hi ha entre les coordenades esfériques i harmoniques o isotropiques, i, per
tant, amb la meétrica que s’obté a partir de la primera equacié de Friedmann,
també es troba la precessio del periheli de Mercuri.

Efectivament, considerem un moviment en el pla 0 = 1r/2, llavors la meétrica
de Hilbert-Droste s’escriu com a

ds? = ay?(r) dt® — ad(r) dr® —r? d?,

2 __ 1 i - _
on ay(v) = {isgyy- D'altra banda, 'accio relativista es pot escriure com

aS=[ds= Z—ji ds, i, per tant, el lagrangia és

L=almit?—ad(r)?? —r’@p?, amb L=1.



Les equacions de Friedmann 123

Com que el lagrangia no depén ni de t ni de ¢, tenim dues quantitats que

es conserven
al’(t=\2E+1 i r?¢p =1,

amb la qual cosa la condicié £ = 1 ens porta a

72 =2E - 2dN(r) — (1 + ZCDN(T))%. (23)

Si ara considerem la métrica conformestatica
ds® = ay?(q) dt® — af(q) dq®, amb af(q) = e*M¢/1 =1 - 2dy(q),

obtindrem

q2=2E+1—aI§2(q)—aN —

i, usant la relacié ¥2 = aq?, s’arriba, en 'aproximacio MG/q < 1, a (23).

7 Algunes reflexions sobre el significat fisic de les
singularitats matematiques que emergeixen en cosmologia

El big-bang, tot i ser una singularitat matematica de les equacions d’Einstein
(només cal resoldre les equacions homogénies de Friedmann amb una equaci6
d’estat lineal: p9 = wpo on w > —1), sovint s’ha representat de manera
inexacta com una explosio literal al comencament de I'univers. Per exemple, en
el reconegut programa televisiu Cosmos, emeés als anys vuitanta i presentat per
I'astronom Carl Sagan, I'inici de I'univers es presentava sovint com una colossal
explosi6. Tanmateix, aquesta representacié manca de fonament cientific quan
s’examina des de la perspectiva de la relativitat general. Recordem que el mateix
Albert Einstein va remarcar que, per a densitats d’energia elevades, les seves
equacions perden el seu significat [7]. En les seves paraules:

Els dubtes teorics es basen en el fet que, en el moment inicial de I’expansié, la
metrica esdevé singular i la densitat d’energia, p, es torna infinita. En aquest
sentit, cal tenir en compte el segiient: la teoria actual de la relativitat es basa en
una divisio de la realitat fisica en un camp metric (gravetat), d’'una banda, i en un
camp electromagnétic i materia, de I'altra. En realitat, I’espai probablement
tindra un caracter uniforme, i la teoria actual només sera valida com un cas
limit. Per a densitats elevades del camp i de la matéria, les equacions de camp,
i fins i tot les variables de camp que hi intervenen, no tindran cap significat real.
Per tant, no es pot assumir la validesa de les equacions per a densitats molt
altes de camp i matéria, ni concloure que el comencament de I’expansié implica
necessariament una singularitat en el sentit matematic. El que cal entendre
és que les equacions no es poden continuar en aquestes regions. Aquesta
consideracid, pero, no altera el fet que el principi del mén constitueix realment
un inici des del punt de vista del desenvolupament dels estels i sistemes d’estels
actuals, moment en qué aquests estels i sistemes encara no existien com a
entitats individuals.
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Per tant, el que aquesta singularitat matematica indica és que, per a un
temps cosmic molt proper a t = 0, on hem traslladat la singularitat a I'ins-
tant t = 0, les equacions de la relativitat general no sén valides per descriure
classicament I'univers. En aquest sentit, s’assumeix generalment que la relativi-
tat general descriu I'univers només per a escales d’energia o temperatura per
sota de la de Planck. Aquesta idea ’expressa clarament Alan Guth, 'inventor
del paradigma inflacionari, a [13] quan va escriure:

El model estandard presenta una singularitat que convencionalment es considera
en el temps t = 0. Quan t — 0, la temperatura de I'univers tendeix a I'infinit.
Aix0 implica que no es pot definir un problema de valors inicials en t = 0. No
obstant aix0, quan la temperatura de 'univers és de I'ordre de la massa de
Planck (mp ~ 1.22 X 101 GeV) o superior, les equacions del model estandard
son indubtablement inoperants, ja que s’espera que els efectes gravitacionals
quantics esdevinguin essencials.

Per tant, dins dels limits del nostre coneixement, és raonable iniciar I’escenari
del big-bang calent a una temperatura que sigui comodament inferior a la
massa de Planck. En aquest moment, es pot prendre la descripcié de l'univers
com un conjunt de condicions inicials, i les equacions de moviment descriuen
llavors I’evolucié posterior. Per descomptat, I’equacié d’estat de la matéria
a aquestes temperatures no es coneix realment, perd es poden fer diverses
hipotesis i explorar-ne les conseqliéncies.

Ampliant aquesta concepcié profundament arrelada d'una creacié de I'uni-
vers —possiblement heretada, almenys a Occident, d'una tradici6 paulina—, la
representacié del big-bang com una explosio dramatica prové més del desig
de transmetre una narrativa captivadora que d’una representacio precisa dels
principis que regeixen la natura. De fet, el terme big-bang va ser encunyat
inicialment durant una emissié de radio de la BBC I'any 1949 com una etiqueta
una mica despectiva per 'astronom Fred Hoyle, que preferia el seu model
d’estat estacionari davant de 'univers en evolucié proposat pel fisic teoric
i sacerdot belga Georges Lemaitre. Lemaitre va suggerir que 1'univers es va
expandir des d'un atom primigeni [22]. De fet, com Dirac va explicar a [5], la
proposta de Lemaitre era que l'univers es va originar a partir d'un tinic atom
superradioactiu amb una massa extremadament gran, que es va desintegrar
de manera molt abrupta, i es va trencar en fragments, i aquests fragments en
peces encara més petites. En paraules del mateix Lemaitre:

Necessitem una teoria de I’evolucié en forma de focs artificials. Els darrers
dos mil milions d’anys son una evolucio6 lenta: sén cendres i fum d’uns focs
artificials brillants i molt rapids.

Es important destacar que, en aquesta frase, 1'as figuratiu del terme focs
artificials ha generat malentesos persistents, perpetuats fins avui per narratives
populars que presenten I'inici de I'univers com una explosié de materia localit-
zada en I’espai exterior. Tanmateix, d'una manera més aclaridora, Lemaitre va
escriure a [23]:
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Si el mén ha comencat amb un sol quantum, les nocions d’espai i temps no
tindrien cap sentit al principi i només comencarien a adquirir algun significat
quan el quantum original s’hagués dividit en un nombre suficient de quantums.
Si aquesta proposta és correcta, I’inici del mén va succeir una mica abans de
I'inici de I’espai i el temps. Un inici del mén d’aquest tipus esta prou allunyat
de I'ordre actual de la natura, i no és en absolut repugnant.

Es evident que la comprensi6 actual del big-bang ha evolucionat significati-
vament, especialment amb la introduccié del paradigma inflacionari [13]. La
majoria dels cosmolegs accepten avui que una descripci6 classica de I'univers
només és factible a les escales de la gran teoria unificada (GTU), moment en
queé una expansio accelerada és impulsada per un camp escalar conegut com
a inflato. Després de la inflacio, I'univers experimenta un procés de reescal-
fament, ja sigui a través de I’energia alliberada per l'inflat6 o mitjancant la
producci6é gravitacional (aqui entra la mecanica quantica, no pas en la seva
totalitat quantitzant la gravetat, pero si, de manera semiclassica, introduint
un camp quantic interaccionant amb la gravetat, la qual li cedeix part de la
seva energia per produir particules supermassives que finalment decauran en
les del model estandard [15]) de particules, per tal d’alinear-se amb l'univers
calent de Friedmann.

De fet, no tenim cap experiment a escales properes a la de Planck, en
qué probablement els efectes quantics tinguin una importancia fonamental,
0 potser a aquestes escales 'accié d’Einstein-Hilbert presenta no-linealitats
en I'escalar de Ricci, i, per tant, les equacions d’Einstein presentaran fortes
correccions o simplement s’hauran de canviar en aquesta escala. Tot aixo sén
especulacions i van més enlla de la fisica que coneixem, i és clar que podem
fer teories a aquesta escala, com per exemple la teoria quantica de llacos, la
de supercordes i tantes més, i obtenir resultats sorprenents, pero aixo va més
enlla del que entenem per fisica, i, de fet, es podria qualificar com una mena
de metafisica que fa s d’'un immens aparell matematic. Sovint, aquest aparell
resulta tan complex que la rica i intricada estructura de les matematiques,
amb totes les seves multiples ramificacions, dificulta, especialment en aquestes
teories alternatives que aspiren a transcendir els limits de la relativitat general,
I'obtencié d'una visi6 clara i nitida de la realitat fisica. Aquesta perspectiva esta
ampliament desenvolupada al llibre [8].

Aixi, adoptant una actitud positivista, sempre es pot argumentar que no cal
preocupar-se per les singularitats matematiques que apareixen en fisica, car
la mateixa fisica les resoldra. Un exemple clar el trobem en I’electrodinamica
quantica, en que els treballs de Feymann, Schwinger i Tomonaga, guardonats
amb el Premi Nobel I'any 1965, van demostrar com eliminar els infinits: primer
regularitzant la teoria i després renormalitzant-la, la qual cosa permet obtenir
resultats finits i d’acord amb les observacions experimentals.

Aquest precedent ens convida a pensar que les singularitats matematiques
que poden apareixer en altres ambits, com ara en la cosmologia, no son més que
indicadors de les limitacions de les teories actuals. Per exemple, les singularitats
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associades al big-bang o als forats negres reflecteixen el fet que la relativitat
general no és aplicable a escales extremes, on els efectes de la gravetat quantica
haurien de tenir un paper predominant. Aixi doncs, aquestes singularitats no
s’han d’interpretar com una fallida fonamental de la fisica, sin6 com un senyal
de la necessitat d’'una teoria més completa.

En altres paraules, les singularitats matematiques no son més que un simp-
toma de la inaplicabilitat de les teories fisiques actuals a certes escales o
condicions (vegi’s [9], per a una discussié més detallada). Aquestes situacions,
com les associades al big-bang o l'interior dels forats negres, plantegen des-
afiaments per als fisics teorics, ja que els experiments directes en aquestes
escales no sén accessibles. Tanmateix, la historia de la fisica ens mostra que les
limitacions d'una teoria sovint condueixen al naixement de nous paradigmes
cientifics, obrint la porta a una comprensié més profunda i objectiva de la
realitat.

8 Conclusions i una reflexio final

En aquest assaig, s’ha presentat una derivaci6 heuristica de les equacions de
Friedmann relativistes al primer ordre de pertorbacions, partint dels principis
fonamentals de la mecanica newtoniana. Aquest enfocament connecta la meca-
nica classica amb la cosmologia relativista, i ofereix una perspectiva intuitiva
sobre aquestes equacions fonamentals.

Un resultat especialment sorprenent d’aquesta formulaci6 és que el factor
d’escala, i en conseqiiencia el parametre de Hubble, no sén estrictament ho-
mogenis. Aquesta inhomogeneitat suggereix que les desviacions en els valors
mesurats de la taxa de Hubble poden sorgir en funci6 dels objectes cosmics
utilitzats com a referéncia per a aquestes mesures. Diferents tipus d’objec-
tes, com supernoves, galaxies o quasars, poden sondejar regions de I'univers
amb propietats locals diferents, cosa que condueix a discrepancies en la taxa
d’expansio6 inferida.

Aquest fet pot tenir implicacions significatives en 'anomenada tensio de
Hubble, el desacord observat entre el valor actual del parametre de Hubble
mesurat localment i el seu valor inferit del fons de microones cosmic. Les
inhomogeneitats predites per aquest marc podrien proporcionar una explicacié
parcial per a aquestes variacions, tot motivant una exploracié més profunda
del paper de les estructures cosmiques locals en la configuracié de la nostra
comprensio de I'expansio de 'univers.

D’altra banda, aquest enfocament permet alleugerar la bretxa entre la me-
canica classica i la relativitat general, vinculant els fonaments intuitius de la
fisica newtoniana amb els profunds coneixements de la cosmologia moder-
na mitjancant la senzilla relacié entre geometria i matéria representada en
I’equacio (12). Aquesta tasca no només enriqueix la nostra comprensio teorica
de I'evoluci6 dinamica de I'univers, siné que també ofereix una perspectiva
unificada sobre com les descripcions classiques i relativistes convergeixen en
I’estudi dels fenomens cosmologics.
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Voldria acabar amb una reflexié que em sembla adient. A primer cop d’ull,
el lector podria estar temptat a pensar que en aquest assaig estic prioritzant la
mecanica newtoniana sobre la relativitat general. Ans al contrari, la meva guia
sempre han estat les equacions linealitzades de la relativitat, i només buscant
unes equacions que, en I'aproximacio lineal, coincidissin amb les d’Einstein
és com s’han pogut trobar les equacions de Friedmann pertorbades. Es aixi
com funcionen les ciéncies naturals: primer es busquen unes equacions que,
en una certa aproximacio, coincideixin amb les conegudes, i després, si cal, ja
es trobara un principi variacional que les justifiqui. Aquest va ser el punt de
vista d’Einstein per trobar les seves equacions per al camp gravitatori. Volia
aconseguir unes equacions tensorials, i, per tant, covariants per difeomorfismes
passius (canvis de coordenades), que, en primera aproximacio, s’alineessin
amb les de Newton i Poisson, i va ser només pocs dies —de fet, setmanes—
després de presentar-les a I’Académia Prussiana de Ciéncies, el novembre
de 1915, quan Hilbert les va reobtenir a partir d'un principi variacional, ja
coneixent-les préviament.
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